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Graphical Analysis® 
Pro vs. Logger Pro 3

Vernier Graphical 
Analysis® (engl.)

Graphical Analysis® 
bei EducaTec AG

Mehr Informationen Mehr Informationen

Vernier Graphical Analysis® Pro

Arduino Science Kit 
Physics Lab

Makeblock mBuild-Sensoren

In Echtzeit wissenschaftliche Daten sammeln, graphisch 
aufbereiten und analysieren

Vernier Graphical Analysis® Pro unterstützt Schüler:innen, 
die Zusammenhänge zwischen abstrakten wissenschaftlichen 
Konzepten und der physischen Welt zu verstehen.

Die Software ist mit praktisch allen Vernier-Sensoren 
kompatibel, inklusive der kabellosen Bluetooth-Sensoren. Die 
Pro-Version ist als 1- oder 3-Jahres-Standortlizenz erhältlich. 
Vernier bietet auch eine kostenlose Version an.

Der Vergleich mit Logger Pro 3 
Logger Pro 3 ist punkto Datenanalyse eine bewährte All-in-
one-Lösung. Sie beinhaltet bspw. Spektrometrie-Funktionen, 
die in Graphical Analysis nur separat verfügbar sind. Im 
Gegensatz zu Graphical Analysis ist Logger Pro jedoch nicht 
mit den kabellosen Go-Direct-Sensoren kompatibel.

Übersicht der neusten Analyse-Tools von Vernier
• Vernier Graphical Analysis® Pro oder Basic
• Vernier Video Analysis
• Vernier Spectral Analysis® (kostenlos)
• Vernier Instrumental Analysis® (kostenlos)

Da Logger Pro 3 künftig noch gepflegt aber nicht 
weiterentwickelt wird, empfehlen wir mittelfristig den 
Umstieg auf Vernier Graphical Analysis®:

„Vernier Graphical Analysis ist einfacher in der 
Handhabung und intuitiver. Zudem unterstützt die App 
alle wichtigen Betriebssysteme und ist gut ausgerüstet 
fürs BYOD. Die Templates zu den Experiment-Büchern 

sind teilweise schon vorhanden und werden laufend 
hinzugefügt.“

Oliver Gallus, Physiklehrer und Vernier-Spezialist bei EducaTec AG
oliver.gallus@educatec.ch

Das Physikset von Arduino wurde in Zusammenarbeit 
mit Google entwickelt. Es nimmt Schüler:innen mit auf 
die Erforschung von physikalischen Grundlagen, die 
an Freizeitbahnen zu beobachten sind. Dabei werden 
Schüler:innen angeregt, ihre Hypothesen mit realen Daten 
zu vergleichen und Konzepte wie Elektromagnetismus, 
Thermodynamik, Kinetik und Kinematik näher zu 
untersuchen. Das Set kann sofort eingesetzt werden. Es 

enthält alle erforderlichen 
Lerninhalte, wie auch die 
zugehörige Hardware und 
Software.

Der Gewächshaus-Prototyp im Bild wurde von einer 
engagierten Schülerin der Kantonsschule Baden, im 
Rahmen eines Praktikums bei Oliver Gallus, erarbeitet 
und programmiert. Für das Modell wurden u.a. 
folgende Elemente verwendet: Als Herzstück der 
Cyber-Pi-Mikrocontroller von Makeblock sowie der 
Temperatursensor, der Humiture-Sensor, der Soil-Moisture-
Sensor, der Lichtsensor, eine Wasserpumpe, ein Ventilator, 

die LED-Matrix, ein LED-
Reifen für die Anzeige 
und von Actuonix ein 
Linearantrieb der L12-Reihe.
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Nombres de Fibonacci et approximation diophantienne
Alexandre Junod, Lycée Denis-de-Rougemont (Neuchâtel), alexandre.junod@rpn.ch

Nous établissons quelques propriétés des nombres de Fibonacci en évitant les habituelles preuves
par induction et l’approche matricielle, puis montrons que le quotient de deux nombres de Fibonacci
successifs est une “bonne approximation” du nombre d’or. Nous expliquons finalement que les “bonnes
approximations” d’un irrationnel se cachent dans la fraction continue de ce dernier.

1 Les nombres de Fibonacci
Le nombre d’or φ et son conjugué φ̂ sont les deux solutions de l’équation x2 = x+ 1 :

φ =
1 +

√
5

2
∼= 1,618 et φ̂ =

1−
√
5

2
∼= −0,618.

On peut vérifier directement que φ + φ̂ = 1, φ · φ̂ = −1 et φ − φ̂ =
√
5. On peut également calculer

une puissance de φ en multipliant la puissance précédente par φ :

φ1 = 1φ+ 0, φ2 = φ+ 1, φ3 = φ2 + φ = (φ+ 1) + φ = 2φ+ 1,
φ4 = 2φ2 + φ = 2(φ+ 1) + φ = 3φ+ 2, φ5 = 3φ2 + 2φ = 3(φ+ 1) + 2φ = 5φ+ 3.

De manière générale, s’il existe deux entiers Fn et Fn−1 tels que φn = Fnφ+ Fn−1, alors

φn+1 = Fnφ
2 + Fn−1φ = Fn(φ+ 1) + Fn−1φ = (Fn + Fn−1)φ+ Fn,

autrement dit φn+1 = Fn+1φ + Fn avec Fn+1 = Fn + Fn−1. Nous voyons apparaître ici de manière
naturelle les nombres de Fibonacci 1, définis par les valeurs initiales F0 = 0, F1 = 1 et la relation de
récurrence Fn+1 = Fn + Fn−1 pour tout entier n > 1. Les premières valeurs sont les suivantes.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377

Comme le nombre φ̂ vérifie la même équation que φ, ses puissances sont soumises à une relation
analogue : on a φn = Fnφ+ Fn−1 et φ̂n = Fnφ̂+ Fn−1. Des formules intéressantes peuvent alors être
obtenues en additionnant, en soustrayant ou en multipliant ces deux relations.

• Par addition, on trouve φn + φ̂n = Fn(φ + φ̂) + 2Fn−1 = Fn + 2Fn−1 = Fn+1 + Fn−1. Ces
nombres, notés Ln, sont appelés nombres de Lucas 2. On a les valeurs initiales L0 = 2, L1 = 1
et la relation de récurrence Ln+1 = Ln + Ln−1 pour tout entier n > 1.

• Par soustraction, on trouve φn − φ̂n = Fn(φ− φ̂) =
√
5Fn, donc

Fn =
φn − φ̂n

√
5

(formule de Binet)3

1. Leonardo Fibonacci ou “Léonard de Pise” (∼ 1170 – 1250), mathématicien italien.
2. François Édouard Anatole Lucas (1842 – 1891), mathématicien français.
3. Jacques Philippe Marie Binet (1786 – 1856), mathématicien et astronome français.

• Par multiplication, on obtient (φ · φ̂)n = F 2
n(φ · φ̂) + FnFn−1(φ + φ̂) + F 2

n−1, c’est-à-dire
(−1)n = −F 2

n + FnFn−1 + F 2
n−1, donc (−1)n = −F 2

n + Fn−1(Fn + Fn−1), ou encore

Fn−1Fn+1 − F 2
n = (−1)n (identité de Cassini)4

La formule de Binet permet d’étendre la définition des nombres de Fibonacci aux indices négatifs :

F−n =
φ−n − φ̂−n

√
5

(∗)
=

φ̂n − φn

(−1)n
√
5

= (−1)n+1φ
n − φ̂n

√
5

= (−1)n+1Fn,

l’égalité (∗) provenant d’une amplification par (φ · φ̂)n = (−1)n. Nous pouvons encore établir une
formule intéressante : pour des nombres entiers k > 0 et m,n quelconques, on peut écrire

Fm+kn =
φm(φn)k − φ̂m(φ̂n)k√

5
=

φm(Fnφ+ Fn−1)
k − φ̂m(Fnφ̂+ Fn−1)

k

√
5

et en développant avec la formule du binôme, on trouve

Fm+kn =
1√
5

φm
k∑

j=0

(
k

j

)
F j
nφ

jF k−j
n−1 − φ̂m

k∑
j=0

(
k

j

)
F j
nφ̂

jF k−j
n−1


=

k∑
j=0

(
k

j

)
F j
nF

k−j
n−1

φm+j − φ̂m+j

√
5

=
k∑

j=0

(
k

j

)
F j
nF

k−j
n−1Fm+j .

On peut alors démontrer que PGDC(Fa, Fb) = FPGDC(a,b) pour des entiers a et b positifs.

• Avec m = 0, la formule établie ci-dessus montre que Fn divise Fkn car le terme correspondant
à j = 0 est nul. En particulier, FPGDC(a,b) divise Fa et Fb, donc divise PGDC(Fa, Fb).

• Avec k = 1, la formule ci-dessus devient Fm+n = Fn−1Fm + FnFm+1. L’algorithme d’Euclide
étendu fournit des nombres entiers x et y de signes différents tels que ax + by = PGDC(a, b).
On a alors Fax+by = Fby−1Fax+FbyFax+1. Comme Fa divise Fax et Fb divise Fby, on peut écrire
Fax+by = Fa(· · · ) + Fb(· · · ) où les parenthèses contiennent des nombres entiers. Cela montre
que PGDC(Fa, Fb) divise Fax+by = FPGDC(a,b). �

En particulier, si des entiers a et b sont premiers entre eux, il en est de même pour Fa et Fb.

2 Approximations du nombre d’or

Pour un entier n > 1, les relations φ+ φ̂ = 1 et φ̂n = Fnφ̂+ Fn−1 permettent d’écrire

Fn+1 − Fnφ = Fn+1 − Fn(1− φ̂) = Fnφ̂+ Fn+1 − Fn = Fnφ̂+ Fn−1 = φ̂n.

Cette quantité s’approche de 0 lorsque n augmente, en étant positive si n est pair et négative si n est
impair. La même conclusion est valable si on divise tout par Fn. On a donc

lim
n→∞

Fn+1

Fn
= φ et F2n

F2n−1
< φ <

F2n+1

F2n
pour tout entier n > 1.

4. Giovanni Domenico Cassini (1625 – 1712), astronome et ingénieur savoisien, naturalisé français.



Nombres de Fibonacci et approximation diophantienne
Alexandre Junod, Lycée Denis-de-Rougemont (Neuchâtel), alexandre.junod@rpn.ch

Nous établissons quelques propriétés des nombres de Fibonacci en évitant les habituelles preuves
par induction et l’approche matricielle, puis montrons que le quotient de deux nombres de Fibonacci
successifs est une “bonne approximation” du nombre d’or. Nous expliquons finalement que les “bonnes
approximations” d’un irrationnel se cachent dans la fraction continue de ce dernier.

1 Les nombres de Fibonacci
Le nombre d’or φ et son conjugué φ̂ sont les deux solutions de l’équation x2 = x+ 1 :

φ =
1 +

√
5

2
∼= 1,618 et φ̂ =

1−
√
5

2
∼= −0,618.

On peut vérifier directement que φ + φ̂ = 1, φ · φ̂ = −1 et φ − φ̂ =
√
5. On peut également calculer

une puissance de φ en multipliant la puissance précédente par φ :

φ1 = 1φ+ 0, φ2 = φ+ 1, φ3 = φ2 + φ = (φ+ 1) + φ = 2φ+ 1,
φ4 = 2φ2 + φ = 2(φ+ 1) + φ = 3φ+ 2, φ5 = 3φ2 + 2φ = 3(φ+ 1) + 2φ = 5φ+ 3.

De manière générale, s’il existe deux entiers Fn et Fn−1 tels que φn = Fnφ+ Fn−1, alors

φn+1 = Fnφ
2 + Fn−1φ = Fn(φ+ 1) + Fn−1φ = (Fn + Fn−1)φ+ Fn,

autrement dit φn+1 = Fn+1φ + Fn avec Fn+1 = Fn + Fn−1. Nous voyons apparaître ici de manière
naturelle les nombres de Fibonacci 1, définis par les valeurs initiales F0 = 0, F1 = 1 et la relation de
récurrence Fn+1 = Fn + Fn−1 pour tout entier n > 1. Les premières valeurs sont les suivantes.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377

Comme le nombre φ̂ vérifie la même équation que φ, ses puissances sont soumises à une relation
analogue : on a φn = Fnφ+ Fn−1 et φ̂n = Fnφ̂+ Fn−1. Des formules intéressantes peuvent alors être
obtenues en additionnant, en soustrayant ou en multipliant ces deux relations.

• Par addition, on trouve φn + φ̂n = Fn(φ + φ̂) + 2Fn−1 = Fn + 2Fn−1 = Fn+1 + Fn−1. Ces
nombres, notés Ln, sont appelés nombres de Lucas 2. On a les valeurs initiales L0 = 2, L1 = 1
et la relation de récurrence Ln+1 = Ln + Ln−1 pour tout entier n > 1.

• Par soustraction, on trouve φn − φ̂n = Fn(φ− φ̂) =
√
5Fn, donc

Fn =
φn − φ̂n

√
5

(formule de Binet)3

1. Leonardo Fibonacci ou “Léonard de Pise” (∼ 1170 – 1250), mathématicien italien.
2. François Édouard Anatole Lucas (1842 – 1891), mathématicien français.
3. Jacques Philippe Marie Binet (1786 – 1856), mathématicien et astronome français.

• Par multiplication, on obtient (φ · φ̂)n = F 2
n(φ · φ̂) + FnFn−1(φ + φ̂) + F 2

n−1, c’est-à-dire
(−1)n = −F 2

n + FnFn−1 + F 2
n−1, donc (−1)n = −F 2

n + Fn−1(Fn + Fn−1), ou encore

Fn−1Fn+1 − F 2
n = (−1)n (identité de Cassini)4

La formule de Binet permet d’étendre la définition des nombres de Fibonacci aux indices négatifs :

F−n =
φ−n − φ̂−n

√
5

(∗)
=

φ̂n − φn

(−1)n
√
5

= (−1)n+1φ
n − φ̂n

√
5

= (−1)n+1Fn,

l’égalité (∗) provenant d’une amplification par (φ · φ̂)n = (−1)n. Nous pouvons encore établir une
formule intéressante : pour des nombres entiers k > 0 et m,n quelconques, on peut écrire

Fm+kn =
φm(φn)k − φ̂m(φ̂n)k√

5
=

φm(Fnφ+ Fn−1)
k − φ̂m(Fnφ̂+ Fn−1)

k

√
5

et en développant avec la formule du binôme, on trouve

Fm+kn =
1√
5

φm
k∑

j=0

(
k

j

)
F j
nφ

jF k−j
n−1 − φ̂m

k∑
j=0

(
k

j

)
F j
nφ̂

jF k−j
n−1


=

k∑
j=0

(
k

j

)
F j
nF

k−j
n−1

φm+j − φ̂m+j

√
5

=
k∑

j=0

(
k

j

)
F j
nF

k−j
n−1Fm+j .

On peut alors démontrer que PGDC(Fa, Fb) = FPGDC(a,b) pour des entiers a et b positifs.

• Avec m = 0, la formule établie ci-dessus montre que Fn divise Fkn car le terme correspondant
à j = 0 est nul. En particulier, FPGDC(a,b) divise Fa et Fb, donc divise PGDC(Fa, Fb).

• Avec k = 1, la formule ci-dessus devient Fm+n = Fn−1Fm + FnFm+1. L’algorithme d’Euclide
étendu fournit des nombres entiers x et y de signes différents tels que ax + by = PGDC(a, b).
On a alors Fax+by = Fby−1Fax+FbyFax+1. Comme Fa divise Fax et Fb divise Fby, on peut écrire
Fax+by = Fa(· · · ) + Fb(· · · ) où les parenthèses contiennent des nombres entiers. Cela montre
que PGDC(Fa, Fb) divise Fax+by = FPGDC(a,b). �

En particulier, si des entiers a et b sont premiers entre eux, il en est de même pour Fa et Fb.

2 Approximations du nombre d’or

Pour un entier n > 1, les relations φ+ φ̂ = 1 et φ̂n = Fnφ̂+ Fn−1 permettent d’écrire

Fn+1 − Fnφ = Fn+1 − Fn(1− φ̂) = Fnφ̂+ Fn+1 − Fn = Fnφ̂+ Fn−1 = φ̂n.

Cette quantité s’approche de 0 lorsque n augmente, en étant positive si n est pair et négative si n est
impair. La même conclusion est valable si on divise tout par Fn. On a donc

lim
n→∞

Fn+1

Fn
= φ et F2n

F2n−1
< φ <

F2n+1

F2n
pour tout entier n > 1.

4. Giovanni Domenico Cassini (1625 – 1712), astronome et ingénieur savoisien, naturalisé français.



Nous démontrons maintenant le résultat suivant, avant d’en donner une interprétation géométrique.

Proposition. Pour des entiers n > 2 et a, b avec 0 < b < Fn+1, on a |bφ − a| > |Fnφ − Fn+1|,
l’égalité n’ayant lieu que si a = Fn+1 et b = Fn.

Preuve. On peut trouver deux entiers u et v tels que(
a

b

)
=

(
Fn+2 Fn+1

Fn+1 Fn

)(
u

v

)
car le déterminant de la matrice mise en jeu vaut (−1)n+1 selon l’identité de Cassini.

• Si u > 1, alors Fn+1 > b = uFn+1 + vFn > Fn+1 + vFn, et en comparant les deux extrémités,
on en déduit que v < 0.

• Si u 6 0, alors 0 < b = uFn+1 + vFn 6 vFn, ce qui implique que v > 0.

Dans tous les cas, les nombres u et v ont des signes opposés lorsque u ̸= 0. On peut écrire

bφ− a = (uFn+1 + vFn)φ− (uFn+2 + vFn+1) = u(Fn+1φ− Fn+2) + v(Fnφ− Fn+1).

On a vu que les nombres Fn+2 − Fn+1φ (= φ̂n+1) et Fn+1 − Fnφ (= φ̂n) ont des signes opposés, donc
u(Fn+1φ− Fn+2) et v(Fnφ− Fn+1) ont le même signe lorsque u ̸= 0. On en déduit que

|bφ− a| = |u(Fn+1φ− Fn+2)|+ |v(Fnφ− Fn+1)| > |v(Fnφ− Fn+1)|.

L’égalité n’a lieu que si u = 0, auquel cas la condition Fn+1 > b = vFn > 0 montre que v = 1 (car
2Fn > Fn + Fn−1 = Fn+1), donc a = Fn+1 et b = Fn. En cas d’inégalité stricte (c’est-à-dire lorsque
u ̸= 0), la relation v ̸= 0 montre que |bφ− a| > |v(Fnφ− Fn+1)| > |Fnφ− Fn+1|. �

Construction. Si on veut rendre la quantité |bφ− a| minimale, il est clair que a doit être l’entier le
plus proche de bφ : a = [bφ]. On peut alors établir le tableau des valeurs |bφ− [bφ]| :

b 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

|bφ− [bφ]| 0,382 0,236 0,146 0,472 0,090 0,292 0,326 0,056 0,438 0,180

Dans ce tableau, on a mis en évidence le nombre correspondant à b = 1 puis
chaque nombre plus petit que le nombre mis en évidence précédemment.
Selon la proposition ci-dessus, les valeurs de b correspondantes sont les
nombres de Fibonacci.

Approche géométrique. On considère le point (1; [φ] = 2) et on parcourt
la droite d d’équation y = φx en retenant chaque point à coordonnées
entières situé plus près de la droite d que ne l’était le point retenu précé-
demment. Les points (b; a) retenus successivement sont (1; 2), (2; 3), (3; 5),
(5; 8), et plus généralement (Fn;Fn+1), situés en alternance au-dessus et
au-dessous de la droite. On peut remarquer que Fn+1 = [Fnφ] pour n > 2.

0 1 2 3 4 5 6

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

y = φx

b

b

b

b

Corollaire. Si n > 2, si 0 < b 6 Fn et si a ̸= Fn+1 au cas où b = Fn, alors |bφ − a| > |Fnφ − Fn+1|.
En divisant l’inéquation par b, il s’ensuit∣∣∣φ− a

b

∣∣∣ >
Fn

b

∣∣∣∣φ− Fn+1

Fn

∣∣∣∣ >
∣∣∣∣φ− Fn+1

Fn

∣∣∣∣ ,
donc Fn+1

Fn
réalise la meilleure approximation de φ parmi toutes les fractions de dénominateur 6 Fn.

3 Cas général

La construction précédente peut être appliquée à tout nombre irrationnel θ > 0. Par exemple, pour
θ =

√
2, on obtient le tableau suivant.

q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

|q
√
2− [q

√
2]| 0,41 0,17 0,24 0,34 0,07 0,48 0,10 0,31 0,27 0,14 0,44 0,02

Les nombres q > 1 correspondant aux valeurs mises en évidence sont 2, 5, 12, puis viendront 29, 70, etc.
Ce sont les nombres de Pell 5, définis par les valeurs P0 = 0, P1 = 1 et la relation Pn+1 = 2Pn + Pn−1

pour n > 1. Chaque fraction associée [qθ]
q

(
3
2 , 7

5 , 17
12 , 41

29 ou 99
70 dans notre exemple

)
réalise alors la

meilleure approximation de θ parmi toutes les fractions de dénominateur inférieur ou égal à q : on a∣∣∣θ − a

b

∣∣∣ >

∣∣∣∣θ − [qθ]

q

∣∣∣∣
pour tous les couples d’entiers (a; b) ̸= ([qθ]; q) avec 0 < b 6 q. En adaptant la preuve faite dans le
paragraphe précédent, on peut montrer que ces fractions [qθ]

q sont en réalité les réduites d’ordre non
nul de la fraction continue associée à θ. Rappelons que pour tout irrationnel θ, il existe une unique
suite (an)n>0 d’entiers strictement positifs, sauf éventuellement a0, telle que

θ = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

· · ·

= [a0; a1, a2, . . .].

La réduite d’ordre n > 0 est alors la fraction pn
qn

= [a0; a1, . . . , an] mais on ne considère ici que n > 1.

Exemple 1. On peut écrire
√
2 = 1 + (

√
2− 1) = 1 +

(
√
2− 1)(

√
2 + 1)√

2 + 1
= 1 +

1

1 +
√
2

, donc
√
2 = [1; 1 +

√
2] = [1; 2, 1 +

√
2] = [1; 2, 2, 1 +

√
2] = [1; 2, 2, 2, 1 +

√
2] = . . . = [1; 2],

où la partie surlignée se répète indéfiniment. Les première réduites d’ordre non nul sont

[1; 2] =
3

2
, [1; 2, 2] =

7

5
, [1; 2, 2, 2] =

17

12
, [1; 2, 2, 2, 2] =

41

29
, [1; 2, 2, 2, 2, 2] =

99

70
.

On reconnaît les fractions [q
√
2]

q évoquées plus haut, avec les nombres de Pell au dénominateur.

Exemple 2. Le nombre d’or vérifie φ2 = φ+ 1, donc

φ = 1 +
1

φ
= [1;φ] = [1; 1, φ] = [1; 1, 1, φ] = [1; 1, 1, 1, φ] = . . . = [1; 1].

Les premières réduites d’ordre non nul sont [1; 1] =
2

1
, [1; 1, 1] = 3

2
, [1; 1, 1, 1] = 5

3
, [1; 1, 1, 1, 1] = 8

5
.

On reconnaît les fractions Fn+1

Fn
(avec n > 2) mentionnées dans le corollaire du paragraphe précédent.

Exemple 3. Les premières réduites d’ordre non nul de π = [3; 7, 15, 1, 292, 1, . . .] sont

[3; 7] =
22

7
, [3; 7, 15] =

333

106
, [3; 7, 15, 1] =

355

113
, [3; 7, 15, 1, 292] =

103′993

33′102
.

L’avant dernière fraction est une excellente approximation de π (six décimales exactes), malgré son
petit dénominateur. Elle est plus proche de π que ne l’est toute autre fraction a

b avec 0 < b 6 113.

5. John Pell (1611 – 1685), diplomate et mathématicien anglais.
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Introduction :  

Tous les jours nous voyons des avions voler au-dessus de nous. Cet exploit est rendu possible grâce à leurs 
ailes. Ce phénomène est complexe et je vais donc l’étudier d’abord théoriquement, puis pratiquement. Dans la 
conception d’avions, la soufflerie a été utilisée pour concevoir les ailes du premier avion motorisé par les frères 
Wright jusqu’aux avions ultra modernes actuels. C’est donc cette expérience que je vais réaliser.   

Notions théoriques en aérodynamique  

Afin de pouvoir mettre en place un montage expérimental permettant d’étudier la portance, certaines notions 
de bases en aérodynamique sont nécessaires : 

1. Les variables en aérodynamique 

A la base de l’aérodynamique, cinq variables sont considérées dans les équations : la pression p [N/m2], la 
température T [°K], la masse volumique r [kg/m3], la vitesse de flux v [m/s] et le coefficient de viscosité m 
[Ns/m2]. Avant de définir ces variables, il est bon de rappeler les conditions de l’expérience : celle-ci est réalisée 
à l’aide d’un modèle réduit d’aile et d’une soufflerie à basse vitesse. Dans ces conditions, deux variables peuvent 
être considérées comme constantes : la température et la masse volumique (lorsque le flux a un nombre 
de Mach inférieur à 0,3).  

Les définitions de la pression et de la masse volumiques changent peu par rapport à un solide, il faut 
cependant les ramener à un point. On obtient 𝑝 = lim

!"→$
!%
!"

 et r= lim
!&→$

!'
!&

 où dA et dV sont respectivement 

une aire et un volume infiniment petits. 

Pour un solide la vitesse est définie comme une distance sur un temps 𝑣 = !
(
  (d : distance [m] ; t : temps [s]). 

Mais étant donné la capacité d’un fluide à se déformer, les vecteurs vitesse varient en tout point du fluide. Pour 
mieux modéliser la vitesse dans un fluide, la méthode principale est de dessiner les lignes de flux. Le vecteur 
vitesse d’un élément de fluide à un point donné correspond à la vitesse du flux en ce point. 

 

 

Fig.1 : Illustration de l’évolution de la vitesse le long 
d’une ligne de flux. Figure modifiée d’après la fig. 1.13. 
du livre de J.D. Anderson (2017) Fundamentals of 
Aerodynamics 

Fig. 2 : Illustration de l’effet des frottements sur la vitesse en 
différents points du flux. Figure modifiée d’après la fig. 1.14. 
du livre de J.D. Anderson (2017) Fundamentals of 
Aerodynamics. 
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Mesures expérimentales de la portance  

Comme nous l’avons vu, le comportement d’un fluide autour d’une aile est extrêmement complexe, (bien plus 
encore que présenté précédemment). C’est pourquoi l’usage d’une soufflerie est primordial. Le but est donc de 
pouvoir mesurer la force résultante 𝑅0⃗   [N] qui s’applique sur l’aile en fonction de l’angle d’attaque a [°] entre 
l’aile et le flux. Pour cela, deux décompositions de la force 𝑅0⃗   sont mises à profit. Premièrement selon la 
direction du flux, on obtient une force verticale appelée portance 𝐿0⃗  [N] ainsi qu’une force horizontale appelée 
trainée 𝑁00⃗  [N]. La deuxième décomposition a comme axe la corde de l’aile, (droite reliant les deux extrémités 
avant/arrière de l’aile). On obtient donc une force normale à l’aile 𝑁00⃗  [N] et une force axiale  𝐴 [N]. En raison 
des rapports trigonométriques existants entre les décompositions, si trois éléments des décompositions 
peuvent être mesurés, alors il est possible de calculer les valeurs manquantes.  Durant cette expérience, les 
mesures réalisées sont a [°], L [N], N [N]. Les autres valeurs sont calculées selon les formules suivantes :  

𝐴 = + ,-./01
.23/

  𝐷 = 𝑁 sin𝛼 + 𝐴 cos 𝛼  𝑅 = √𝐿4 + 𝐷4 = √𝐴4 +𝑁4 

La méthode permettant de 
mesurer ces trois valeurs se base 
sur le contrôle de l’angle du flux 
d’air et de l’aile (dans un référentiel 
avec �⃗� comme verticale). Une 
première mesure est faite avec un 
flux horizontal et l’aile orientée 
selon l’angle d’attaque voulu. La 
mesure des forces se faisant à la 
verticale, la valeur de L est 
obtenue. Puis, une seconde mesure 
est réalisée pour le même angle 

d’attaque, mais avec l’aile à l’horizontale et le flux orienté. Ceci permet de mesurer N. 

Les forces sont mesurées comme la différence entre un système statique sous tension, afin que l’aile soit stable 
pendant l’expérience, et un autre système statique, mais avec un flux d’air. La différence est donc causée par les 
forces aérodynamiques.  

 
Fig. 6 : Illustration des différentes forces mesurées ou calculées lors de nos expériences. La seule force non mesurée est celle produite 
par les statifs, car le dispositif expérimental ne permet que la mesure des forces agissant verticalement. 

L’aile est attachée en cinq points : quatre forces de suspense et une force de traction. Cette dernière vient mettre 
le système en tension afin qu’il soit stable et garantisse que la mesure est bien réalisée à la verticale. Malgré la 
tension, un léger recul de l’aile est observable. Pour contrer cela, des statifs sont placés derrière l’aile pour 
garantir la verticalité des mesures. Mais dans cette configuration, une certaine quantité de frottements peut 
venir fausser les mesures. Les deux méthodes sont donc réalisées pour chaque mesure.  

Fig. 5 : Illustration des forces aérodynamiques dans les deux types de 
mesure effectués lors des expériences. 

 

   

La vitesse variant dans le fluide, des frottements apparaissent, une contrainte de cisaillement t [N/m2] est 
produite.  Si l’on considère deux lignes de flux séparées par une distance dy et avec une différence de vitesse 
dv, une force de frottement dFf  s’applique sur la ligne de flux plus lente. Cette force s’applique sur une surface 
dA perpendiculaire à dy. On peut donc définir t comme : 

	t = lim
!"→$

𝑑𝐹𝑓
𝑑𝐴

 

Dans l’air, la loi de Newton sur la viscosité s’applique. Cette loi stipule que la contrainte de cisaillement est 
proportionnelle au gradient de vitesse dv/dy. La constante de proportionnalité m [Ns/m2] est communément 
appelée viscosité. En réalité, m varie en fonction de la température du fluide. t est donc exprimée de la façon 

suivante : 𝜏 = 𝜇 ∗ !)
!*

 

2. Les forces aérodynamiques : 

Dans le cadre de l’étude d’une aile d’avion, il est primordial de comprendre quelles sont les sources des forces 
aérodynamiques. La pression agit de manière normale à la surface tandis que la contrainte de 

cisaillement agit de façon axiale. Ce sont les deux seules sources de 
forces aérodynamiques. La complexité des forces aérodynamiques est 
principalement due aux variations de ces forces en chaque point de la 
surface. Le calcul de forces aérodynamiques à partir des valeurs en 
chaque point ne peut être réalisé uniquement lors de simulations 
numériques. Dans le cas d’une aile d’avion, la pression est 
principalement responsable de la force de portance résultante.  

 

 

 

3. Les couches limites  

La pression est la source principale de la portance, mais la contrainte de cisaillement joue aussi un rôle 
important (en plus de causer une partie des forces de trainée d’une aile) dans la formation des couches limites. 
Une surface placée dans un flux ralentit ce dernier par frottements. Elle vient même à l’arrêter complètement 

au point de contact, on nomme cette hypothèse la condition de non-
glissement. Le flux est donc ralenti par les frottements. Le profil de vitesse 
montre l’évolution des vitesses par rapport à la distance. On constate que 
plus la pente (étant inversement proportionnelle au gradient de vitesse) 
est horizontale plus la contrainte de cisaillement est importante. Donc, 
autour d’une aile nous pouvons observer deux types de flux : le premier 
extrêmement proche de l’aile où les forces de frottement sont très 
importantes. C’est dans cette couche limite que le phénomène de 
décrochage se produit. A un angle élevé entre l’aile et le flux (15-20°), la 
pression très basse au début de l’aile devient supérieure aux frottements. 
Comme la vitesse proche de la surface de l’aile est très faible, celle-ci 

s’inverse créant une zone de turbulence diminuant significativement la portance.  Le deuxième type de flux 
autour de l’aile n'a qu’une quantité négligeable de frottements, mais c’est dans cette zone que les différences de 
pression viennent créer la majorité des forces aérodynamiques.  

  

Fig. 3: Calcul numérique de la distribution 
des pressions autour d’une aile. Les hautes 
pressions sont représentées en rouges, les 
basses en bleu.Figure tirée de l’article 
Comparing different CFD software with 
NACA 2412 airfoil de Heytei et co-auteur 
publié en 2020.   

Fig. 4 : Illustration du profil de 
vitesse associé à la couche limite 
visqueuse. 
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𝐴 = + ,-./01
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d’attaque, mais avec l’aile à l’horizontale et le flux orienté. Ceci permet de mesurer N. 

Les forces sont mesurées comme la différence entre un système statique sous tension, afin que l’aile soit stable 
pendant l’expérience, et un autre système statique, mais avec un flux d’air. La différence est donc causée par les 
forces aérodynamiques.  

 
Fig. 6 : Illustration des différentes forces mesurées ou calculées lors de nos expériences. La seule force non mesurée est celle produite 
par les statifs, car le dispositif expérimental ne permet que la mesure des forces agissant verticalement. 

L’aile est attachée en cinq points : quatre forces de suspense et une force de traction. Cette dernière vient mettre 
le système en tension afin qu’il soit stable et garantisse que la mesure est bien réalisée à la verticale. Malgré la 
tension, un léger recul de l’aile est observable. Pour contrer cela, des statifs sont placés derrière l’aile pour 
garantir la verticalité des mesures. Mais dans cette configuration, une certaine quantité de frottements peut 
venir fausser les mesures. Les deux méthodes sont donc réalisées pour chaque mesure.  

Fig. 5 : Illustration des forces aérodynamiques dans les deux types de 
mesure effectués lors des expériences. 

 

   

La vitesse variant dans le fluide, des frottements apparaissent, une contrainte de cisaillement t [N/m2] est 
produite.  Si l’on considère deux lignes de flux séparées par une distance dy et avec une différence de vitesse 
dv, une force de frottement dFf  s’applique sur la ligne de flux plus lente. Cette force s’applique sur une surface 
dA perpendiculaire à dy. On peut donc définir t comme : 

	t = lim
!"→$

𝑑𝐹𝑓
𝑑𝐴

 

Dans l’air, la loi de Newton sur la viscosité s’applique. Cette loi stipule que la contrainte de cisaillement est 
proportionnelle au gradient de vitesse dv/dy. La constante de proportionnalité m [Ns/m2] est communément 
appelée viscosité. En réalité, m varie en fonction de la température du fluide. t est donc exprimée de la façon 

suivante : 𝜏 = 𝜇 ∗ !)
!*

 

2. Les forces aérodynamiques : 

Dans le cadre de l’étude d’une aile d’avion, il est primordial de comprendre quelles sont les sources des forces 
aérodynamiques. La pression agit de manière normale à la surface tandis que la contrainte de 

cisaillement agit de façon axiale. Ce sont les deux seules sources de 
forces aérodynamiques. La complexité des forces aérodynamiques est 
principalement due aux variations de ces forces en chaque point de la 
surface. Le calcul de forces aérodynamiques à partir des valeurs en 
chaque point ne peut être réalisé uniquement lors de simulations 
numériques. Dans le cas d’une aile d’avion, la pression est 
principalement responsable de la force de portance résultante.  

 

 

 

3. Les couches limites  

La pression est la source principale de la portance, mais la contrainte de cisaillement joue aussi un rôle 
important (en plus de causer une partie des forces de trainée d’une aile) dans la formation des couches limites. 
Une surface placée dans un flux ralentit ce dernier par frottements. Elle vient même à l’arrêter complètement 

au point de contact, on nomme cette hypothèse la condition de non-
glissement. Le flux est donc ralenti par les frottements. Le profil de vitesse 
montre l’évolution des vitesses par rapport à la distance. On constate que 
plus la pente (étant inversement proportionnelle au gradient de vitesse) 
est horizontale plus la contrainte de cisaillement est importante. Donc, 
autour d’une aile nous pouvons observer deux types de flux : le premier 
extrêmement proche de l’aile où les forces de frottement sont très 
importantes. C’est dans cette couche limite que le phénomène de 
décrochage se produit. A un angle élevé entre l’aile et le flux (15-20°), la 
pression très basse au début de l’aile devient supérieure aux frottements. 
Comme la vitesse proche de la surface de l’aile est très faible, celle-ci 

s’inverse créant une zone de turbulence diminuant significativement la portance.  Le deuxième type de flux 
autour de l’aile n'a qu’une quantité négligeable de frottements, mais c’est dans cette zone que les différences de 
pression viennent créer la majorité des forces aérodynamiques.  

  

Fig. 3: Calcul numérique de la distribution 
des pressions autour d’une aile. Les hautes 
pressions sont représentées en rouges, les 
basses en bleu.Figure tirée de l’article 
Comparing different CFD software with 
NACA 2412 airfoil de Heytei et co-auteur 
publié en 2020.   

Fig. 4 : Illustration du profil de 
vitesse associé à la couche limite 
visqueuse. 



   

Analyse des résultats et conclusions 

Les mesures de L et de N montrent des tendances similaires (elles sont même confondues à 0°). Bien que la 
mesure de N soit nécessaire pour les calculs, elle est moins intéressante que L en tant que mesure puisqu’il 
s’agit de la force qui maintient l’avion en vol. Nous pouvons observer que cette force L augmente plus l’angle 
d’attaque est élevé. Bien que le décrochage ait bien lieu à l’angle de 19.5 °, on n’observe pas de chute dans la 
portance qui est une des conséquences de ce phénomène. Il n’y a pas de doute sur la présence du décrochage, 
car il a pu être observé à l’aide d’un fil inséré dans le flux. La raison principale qui empêche l’observation de 
la chute de portance est probablement les interférences de la trainée D. Comme les mesures sans statifs doivent 
compenser l’intégralité des forces aérodynamiques, les mesures ne correspondent probablement pas à la seule 
force de portance. Ceci est appuyé par la différence que l’on observe avec la mesure où le statif vient empêcher 
la trainée d’interférer avec la mesure. C’est aussi la première fois qu’une différence notable entre les valeurs 
avec et sans statifs est observée. Une dernière observation intéressante concerne la valeur bien plus faible que 
les autres à l’angle de 14,5°, celle-ci est due à une défaillance d’un des capteurs de force ce qui entraine la 
perte d’une partie de la force L.  

Les calculs de la trainée D et de la force axiale A donnent des résultats incorrects. On ne voit pas de 
correspondance entre l’angle d’attaque et ces forces. Les incertitudes sont aussi très grandes, mais 
principalement on obtient une force de trainée négative. Ceci signifierait qu’une aile qui à cette caractéristique 
et qui est lancée dans de l’air statique prendrait de la vitesse, ce scénario est impossible. La source de ces 
erreurs réside dans les calculs qui dépendent de la différence entre L et N. Or, cette différence est comprise 
dans les incertitudes de mesures. Alors, bien qu’en théorie ce système permet de calculer ces forces, la 
précision n’est simplement pas suffisante. On constate que la norme du vecteur 𝑅0⃗   (bien que sa direction soit 
faussée) augmente avec l’angle d’attaque. Cela s’explique simplement par le fait que l’aile interagit avec une 
plus grande partie du flux.  

En conclusion, pour utiliser ce système de mesure à son plein potentiel et obtenir toutes les valeurs souhaitées, 
deux possibilités existent : baisser les incertitudes ou augmenter les forces aérodynamiques en augmentant 
l’échelle de l’expérience et la vitesse de flux. Les incertitudes étant très faibles (de l’ordre de 0.01 N), la 
deuxième méthode semble plus indiquée. Ceci met en lumière la complexité et la dimension que doivent 
prendre les souffleries professionnelles, mais aussi leur nécessité pour acquérir des données fiables.  

   

Montage et méthode de mesure :  

Cette expérience se base principalement sur l’utilisation d’une aile de 
modélisme (l’envergure soumise au flux correspond au diamètre de la 
soufflerie, la corde est de 12.1 cm) et d’une soufflerie produisant un flux 
circulaire d’environ 11 cm de diamètre à une vitesse de 12 m/s. La 
soufflerie est montée sur des pieds permettant de la faire pivoter, il est donc 
facile de régler son angle. Il est cependant plus difficile de mesurer les 
forces et de contrôler l’angle. La mesure est réalisée par des capteurs de 
forces positionnés à l’horizontale qui sont par la suite reliés à l’aile par des 
poulies. Finalement, la position des capteurs de force peut être modifiée ce 
qui permet de contrôler l’angle pour les quatre points de suspente et la 
tension pour la force de traction. Chaque mesure, après que les positions 
de l’aile et de la soufflerie aient été réglées, se déroule de la façon suivante. 
Les capteurs sont remis à 0 depuis l’ordinateur auquel ils sont reliés, puis 
la prise de mesure débute. D’abord avec la soufflerie éteinte, pour vérifier 
que les valeurs dans les valeurs sont bel et bien à 0, puis elle est allumée 
et les forces se stabilisent. La prise de mesures est prolongée pour plusieurs 
secondes afin d’obtenir une moyenne plus précise. 

Résultats : 

Les mesures des forces sont obtenues de la moyenne des mesures des capteurs prises en continu pendant 
l’expérience (la fréquence de mesure est de 50 Hz), les incertitudes (représentées par des barres sur les 
graphiques) sont obtenues par déviation standard. Les angles étudiés ont été choisis afin de représenter la plage 
d’utilisation de l’aile jusqu’au décrochage. Pour chaque angle, trois mesures de L et de N sont faites, dont deux 
sans statifs derrière l’aile et une avec. Les calculs des valeurs de A, D, R se basant sur l’association d’une 
valeur de L et de N (N et A pour le calcul de R), il est possible de calculer quatre valeurs à partir des mesures 
sans statifs et une avec. 

 

  

 

  

Fig. 7 : Montage final, image 
illustrant la situation avant la 
prise de mesure. 

 

Fig. 8 : Diagrammes de la force de trainée et de la force axiale A, de la résultante R, ainsi que du 
rapport entre la portance L et la trainée D en fonction de l’angle d’attaque a. 
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Les masses 𝑚!  sont déterminées de manière pratique ainsi que théoriquement à l’aide de la masse volumique 
du matériau utilisé (bois de sapin) et des volumes des pièces composant le modèle. La visserie est également 
considérée dans les calculs. La masse totale du système mesurée diffère de 3 grammes par rapport à la masse 
estimée théoriquement. Cette faible différence provient de l’inhomogénéité de la densité du bois de 
construction utilisé pour le modèle. 

A l’aide du système d’axes, on peut déterminer les cordonnées des points d’applications 𝑃"  des forces 
intérieures au modèle 𝐹"!#$. . Un centre de rotation 𝑂′  est placé arbitrairement dans le but de calculer les 
moments des forces appliquées au modèle. 

La troisième loi de la mécanique énoncée par Newton, est définie comme suit : « A tout instant, et quel que soit 
le mouvement du système, le torseur des forces intérieures est équivalent à zéro » [3]. 

 ∑ F&'().& = 0    et    ∑ O′P&.∧. F&'().& = 0 (2) 

Dans le cas étudié, les forces intérieures au modèle F&'(). correspondent aux forces de tension induites par la 
force de pesanteur de la partie en suspension. De manière générale, la force de pesanteur est définie suivant la 
relation suivante : 

 𝐹*(((⃗ = 𝑚�⃗� (3) 
où 𝐹* correspond à la force de pesanteur, 𝑚 à la masse d’un corps (dans le cas étudié la masse du corps est 
annotée 𝑚$+$) à la surface de la Terre et 𝑔 à l’accélération gravitationnelle (𝑔 ≈ 9.81.𝑚 · 𝑠,-). 
Afin de simplifier les calculs qui suivent, les distances 𝑂.𝑃/!"!*	(2) et 𝑂.𝑃4#	(2) seront annotées respectivement 
d1 et d2. 
En appliquant les relations énoncées ci-dessus au modèle étudié, on peut poser le système d’équations suivant :  
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 (4) 

Dans le modèle de tenségrité, les forces F1 et F2 sont de mêmes intensités, de mêmes directions et de même 
sens. Leurs points d’applications sont équidistants par rapport à l’axe des abscisses. 

En isolant les forces du système d’équation décrit plus haut, on obtient les relations suivantes : 

 F+ =
,:;:·.·/<

/=
 (5) 

 F0 = F1 =
2>:;:·?·@<

@=
3,:;:·.4

1
 (6) 

Matériel et méthodes 
Afin de déterminer par la pratique les forces de tension appliquées au modèle, la méthode de mesure a été 
amenée à évoluer. 

La première méthode consiste à déterminer l’intensité de la force 𝐹5((((⃗  en mesurant l’allongement d’un ressort 
dont la raideur a été approximée au préalable. Les intensités des forces 𝐹6(((⃗  et 𝐹-((((⃗  ont été mesurées à l’aide de 
dynamomètres à ressort (dynamomètres Frederiksen 5 N / 0,1 N) (Fig.6). Cette méthode s’est avérée 
infructueuse en raison de l’allongement des ressorts. En effet, pour que le modèle conserve sa situation 
d’équilibre il faut que les forces restent constantes dans le temps. L’utilisation des ressorts ne répondant pas à 
cette contrainte, cette méthode a été abandonnées. 
  

 

 

 

Introduction 
« Des îlots au milieu d’un océan de tension » voici comment Richard Buckmintser Fuller a défini le principe 
de tenségrité [1]. Cet architecte et inventeur anglais peut être considéré comme le père de ce principe physique 
qu’il a nommé « tenségrité » (tension + intégrité). Un sculpteur du nom de Kenneth Snelson est également 
associé au développement de la tenségrité. En effet, il est le créateur de plusieurs œuvres d’art utilisant ce 
principe comme la Needle Tower (Fig. 1) ainsi que la Needle Tower II (tour aiguille en français) qui sont deux 
tours de respectivement 18 et 30 mètres de haut. Il ajoutera à la définition de son compère américain que les 
îlots de compressions ne doivent être en contact uniquement par le biais de fil en tension [2].  

La tenségrité est utilisée en art comme l’a fait K. Snelson, mais également dans la création d’édifices 
architecturaux comme le Kurilpa Bridge qui est un pont piéton situé en Australie. En tant qu’êtres humains 
composés d’os en compression au milieu d’un océan de muscles, tendons et fascias en tension, nous 
appliquerions donc même le principe de tenségrité sans même le savoir. Le sujet de cet article n’étant pas basé 
sur cet aspect biologique de la tenségrité, il n’est pas approfondi ci-après. 

Dans le cas étudié, le principe de tenségrité s’applique à un modèle appelé table de tenségrité (Fig.2). Aussi 
appelée table impossible, cette structure est composée de deux parties liées entre elles uniquement par trois 
câbles en tension. Une de ces parties est statique tandis que l’autre est en suspension. Le statif est composé d’un 
plateau ainsi que d’une pièce ayant la forme d’un L retourné. La partie suspendue a une composition similaire 
au statif et semble être maintenue par le dessous par les câbles. En temps normal, tout corps suspendu à un 
câble serait tenu par le dessus, c’est pourquoi cette structure donne l’impression de léviter. En réalité, ce qui se 
cache derrière cet aspect surnaturel aux premiers abords, est, comme son nom l’indique, le principe physique 
de tenségrité. 

L’étude développée dans ce travail va être basée sur les forces en tension qui maintiennent un modèle de table 
de tenségrité en position d’équilibre. En effet, le but est de déterminer par une approche théorique les forces 
de tension en posant la troisième loi de Newton. Il va être ensuite question de construire un modèle de table 
de tenségrité afin de déterminer les forces appliquées à la structure par une approche pratique ; tout cela dans 
le but de comparer les résultats obtenus par les deux différentes approches ainsi que de vérifier la troisième loi 
de Newton qui s’applique dans ce modèle mécanique. 

Le modèle étudié a tout d’abord été construit en petit format à l’aide de pièces LEGO™ afin d’en comprendre le 
fonctionnement. Une fois les contraintes nécessaires à l’obtention d’une situation d’équilibre comprises, un 
modèle en bois d’une taille plus conséquente a été construit afin de faciliter la mesure des forces de tensions 
appliquées sur les câbles (Fig. 2). 

Théorie 
Les schémas des figures 3 et 4 permettent une meilleure description du modèle réalisé dans ce travail. Ces 
dessins ont été à la base de la construction de la structure. 

La figure 5 montre les forces et leurs moments respectifs qui s’appliquent sur la table de tenségrité réalisée. Un 
système d’axes (vert clair) est posé arbitrairement afin de connaître la position des points d’applications des 
différentes forces. Les coordonnées du centre de masse de la partie en suspension de la table de tenségrité sont 
calculées suivant la formule suivante : 

 𝑂𝐺 = ∑ "!! ∙$%!
∑ "!!

 (1) 

où 𝑂𝐺 correspondent aux cordonnées du centre de masse G, 𝑂𝑃!  aux cordonnées des centres de masses des 
pièces du modèle et 𝑚!  aux masses des différentes pièces de la partie suspendue du modèle. 
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Dans le modèle de tenségrité, les forces F1 et F2 sont de mêmes intensités, de mêmes directions et de même 
sens. Leurs points d’applications sont équidistants par rapport à l’axe des abscisses. 

En isolant les forces du système d’équation décrit plus haut, on obtient les relations suivantes : 
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Matériel et méthodes 
Afin de déterminer par la pratique les forces de tension appliquées au modèle, la méthode de mesure a été 
amenée à évoluer. 

La première méthode consiste à déterminer l’intensité de la force 𝐹5((((⃗  en mesurant l’allongement d’un ressort 
dont la raideur a été approximée au préalable. Les intensités des forces 𝐹6(((⃗  et 𝐹-((((⃗  ont été mesurées à l’aide de 
dynamomètres à ressort (dynamomètres Frederiksen 5 N / 0,1 N) (Fig.6). Cette méthode s’est avérée 
infructueuse en raison de l’allongement des ressorts. En effet, pour que le modèle conserve sa situation 
d’équilibre il faut que les forces restent constantes dans le temps. L’utilisation des ressorts ne répondant pas à 
cette contrainte, cette méthode a été abandonnées. 
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Fig. 1 : Needle Tower de Kenneth Snelson 
[Réf : https://www.flickr.com/photos/peterhutchins/40583376422] 

Fig. 2 : Exemple de table de tenségrité 
comme discutée dans cet article 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

Fig. 3 : Schéma avec les côtes de la partie non 
suspendue du modèle 

Fig. 4 : Schéma avec les côtes de la partie suspendue 
du modèle 

 

Afin de remédier à ce problème, le ressort a été remplacé par un dynamomètre électronique (balance portative 
Weiheng 25kg / 5g) de précision ±2.5g et les dynamomètres à ressort ont été remplacés par un système de 
poulies auxquelles sont suspendues des masses connues (Fig.7). L’utilisation du système de poulies s’est révélée 
toujours trop approximative en raison d’un mauvais transfert de force. 

En revanche, le dynamomètre électronique seul s’est avéré être la meilleure méthode de mesure malgré les 
imprécisions de ces appareils. L’obtention de deux nouveaux dynamomètres électroniques (balance portative 
Weiheng - balance suspendue portable 25kg / 5g) a permis de mesurer les forces 𝐹6(((⃗  et 𝐹-((((⃗  avec une meilleure 
précision que les autres appareils de mesures essayés précédemment. Les dynamomètres électroniques ont 
donc été choisis comme appareils de mesure pour le montage final. Afin d’assurer une constance dans les 
forces, le modèle est fixé à une table ainsi que les câbles en tensions (Fig.8). 

Résultats 
Les résultats des forces de tension énoncés dans les tableaux 1 et 2 correspondent à des moyennes (N=4) dans 
les mêmes conditions. Les calculs théoriques et pratiques des sommes des forces et des sommes des moments 
ont été réalisé avec les valeurs non arrondies. 
 

 Théorique Pratique   Théorique Pratique 

F$. [N] 2.119 ± 0.766 1.888 ± 0.025  𝑑$. [𝑚] 0.227 ± 0.009 0.227 ± 0.009 

F%. [N] 2.119 ± 0.766 1.913 ± 0.025  𝑚&'&𝑔. [𝑁] 8.463 ± 0.046 8.495 ± 0.010 

F(. [N] 12.702 ± 0.720 13.109 ± 0.025  𝑑%. [𝑚] 0.151 ± 0.002 0.151 ± 0.002 

m)*)g. [N] 8.463 ± 0.046 8.495 ± 0.010  𝐹(. [𝑁] 12.702 ± 0.720 13.109 ± 0.025 

∑ des forces [N] 0.000 ± 2.298 0.813 ± 0.085  ∑ des moments [Nm] 0.006 ± 0.777 0.054 ± 0.046 

Tableau 1  Tableau 2 

Discussion des résultats 
On peut observer que les sommes des forces obtenues de manière théorique correspondent bien à la troisième 
loi de Newton énoncée plus haut (éq.2). En revanche dans les cas pratiques, la somme des forces intérieures 
n’est pas précisément zéro. Cela peut être la conséquence de différentes imprécisions et incertitudes parmi 
lesquelles certaines sont quantifiables tandis que d’autres le sont difficilement. 
Les dynamomètres électroniques utilisées sont précis à 0.025 N près ce qui implique cette incertitude 
systématique dans les prises de mesures des forces de tensions. La balance utilisée pour peser la masse totale 
du système suspendu a quant à elle une précision au gramme près ce qui génère une incertitude de 0.01 N. 
En prenant en compte ces incertitudes quantifiables, les sommes des forces pourraient être plus proche de zéro. 
Mais il existe encore des imprécisions qui sont difficilement quantifiables. La théorie admet l’isotropie du 
matériau utilisé ce qui n’est pas toujours le cas en pratique. En effet, le bois de sapin utilisé ne possède pas 
forcément une densité équivalente en tous points. Il est possible que les fils utilisés possèdent un certain 
allongement lorsqu’il est soumis à une contrainte de tension ce qui aurait pour conséquence une légère 
variation des forces. Le modèle construit possède quelques petits défauts de construction qui peuvent 
également être une source d’imprécisions. La masse totale du système ne serait pas assez importante pour que 
les imprécisions aient un impact plus faible. Finalement, la prise des mesures n’est pas facilitée par la 
complexité de placer le modèle dans une position d’équilibre. 

Conclusion 
Pour conclure, un modèle de table de tenségrité a été construit afin d’en mesurer les forces de tensions 
approximées en premier lieu par une approche théorique en posant la troisième loi de Newton (somme du 
torseur de forces équivalente à zéro). Les résultats obtenus se rapprochent de cet énoncé général mais en raison 
de diverses imprécisions et incertitudes, ils ne correspondent pas parfaitement. 
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Dynamische Abwicklungen von Würfeln und Tesserakten
Beat Jaggi, beat.jaggi@phbern.ch

1 Einleitung

In der Mitte des 19. Jahrhunderts hat der Schweizer Mathematiker Ludwig Schläfli (1814-1895) das Tor
zur höherdimensionalen Geometrie aufgestossen. In seinem in den Jahren 1850 bis 1852 entstandenen,
aber erst 1901 in seiner Gesamtheit erschienenen Werk Theorie der vielfachen Kontinuität steht der
Beweis, dass es im 4-dimensionalen Raum sechs reguläre Körper (Polytope) gibt, in den Räumen Rn

mit n ≥ 5 aber nur noch je drei, nämlich die Entsprechungen von Tetraeder, Würfel und Oktader,
siehe [2] und [4].

Das Studium von höherdimensionalen Polytopen ist nicht bloss Spielerei: Bei der linearen Program-
mierung sucht man das Optimum einer linearen Zielfunktion (in n Variablen) über einer Menge, die
durch lineare Ungleichungen gegeben ist. Solche Mengen sind in der Regel Polytope.
Mit einem n-dimensionalen Würfel, dessen Eckpunkte leicht verschoben sind, haben Victor Klee und
George J. Minty 1972 bewiesen, dass der von George Dantzig erfundene Simplex-Algorithmus zur
Lösung von linearen Programmen im schlechtesten Fall exponentielle Laufzeit besitzt, siehe [3].

Der n-dimensionale Würfel (mit Seitenlänge 1) kann als die Menge

{(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : 0 ≤ xi ≤ 1, für i = 1, 2, . . . , n}

aufgefasst werden.

Die 2n Eckpunkte haben dann die Koordinaten (ε1, ε2, . . . , εn) mit ε1, ε2, . . . , εn ∈ {0, 1}.

Der 1-dimensionale Würfel ist eine Strecke und der 2-dimensionale Würfel ein Quadrat.
Der 4-dimensionale Würfel wird auch als Tesserakt bezeichnet.

Fasst man den 0-dimensionalen Würfel als (Eck-)Punkt auf, dann gilt:

Der n-dimensionale Würfel hat genau
(
n

i

)
· 2n−i Seitenflächen der Dimension i.

Alle Seitenflächen sind ebenfalls Würfel (niedriger Dimension).

Für eine Begründung siehe zum Beispiel [5].

Beispiel: Der Tesserakt hat

Sechzehn 0-dimensionale Seitenflächen (Eckpunkte); 32 1-dimensionale Seitenflächen (Kanten);
24 2-dimensionale Seitenflächen und acht 3-dimensionale Seitenflächen.

2 Abwicklungen

Von einer Abwicklung eines (konvexen) 3-dimensionalen Polyeders spricht man, wenn die Oberfläche
des Polyeders entlang einiger Kanten so aufgeschnitten wird, dass die Seitenflächen in die Ebene
ausgelegt werden können.

2.1 Abwicklung eines Würfels

Für den (3-dimensionalen) Würfel gibt es genau elf verschiedene Abwicklungen.

Abbildung 1

Um den Prozess des Abwickelns dynamisch darzustellen (zum Beispiel mit GeoGebra), führen wir einen
Winkel φ ein, der Werte zwischen 00 und 900 annehmen kann.

Wir setzen A(0, 0, 0), B(1, 0, 0), C(1, 1, 0) D(0, 1, 0),

A′(− cos(φ), 0, sin(φ)), B′(1 + cos(φ), 0, sin(φ)), C ′(1 + cos(φ), 1, sin(φ)), D′(− cos(φ), 1, sin(φ)),

A′′(0,− cos(φ), sin(φ)), B′′(1,− cos(φ), sin(φ)), C ′′(1, 1+ cos(φ), sin(φ)), D′′(0, 1+ cos(φ), sin(φ)),

A′′′(0,− cos(φ)− cos(2φ), sin(φ) + sin(2φ)), B′′′(1,− cos(φ)− cos(2φ), sin(φ) + sin(2φ)).

Abbildung 2
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Man rechnet leicht nach, dass die Vierecke ADD′A′, BCC ′B′, CDD′′C ′′, ABB′′A′′ resp. A′′B′′B′′′A′′′

für jede Wahl von φ Quadrate mit der Seitenlänge 1 sind. Alle Kanten haben die Länge 1, der Winkel
zwischen angrenzenden Kanten ist stets ein rechter.

Abbildung 3a: Die Punkte mit φ = 00 Abbildung 3b: Die Punkte mit φ = 900

In der Abbildung 3a ist die Abwicklung des Würfels in Abbildung 3b zu sehen.

Die obige Idee lässt sich auf den 4-dimensionalen Würfel, den Tesserakt übertragen.

2.2 Abwicklung eines Tesserakts

Eine elementare Rechnung zeigt, dass durch

P (p1, p2, p3, p4) −→ P ′
(
cp1 − dp2 − ap3 + bp4√

a2 + b2 + c2 + d2
,
−bp1 + ap2 − dp3 + cp4√

a2 + b2 + c2 + d2
,
−dp1 − cp2 + bp3 + ap4√

a2 + b2 + c2 + d2

)
eine Parallelprojektion von R4 auf die Hyperebene E : ax+by+cz+dt = 0 mit (a, b, c, d) ̸= (0, 0, 0, 0)
definiert ist.

In Abbildung 4 ist das Bild des Tesserakts für a = 1.3, b = 2.5, c = 1.4 d = 1.2 dargestellt.

Abbildung 4

Man zählt sechzehn Eckpunkte, 32 Kanten, 24 2-dimensionale Seitenflächen (die als Parallelogramme
erscheinen) und acht 3-dimensionalen Seitenflächen
ABCDEFGH, ABCDÃB̃C̃D̃, ABFEÃB̃F̃ Ẽ, ADHEÃD̃H̃Ẽ,
BCGFB̃C̃G̃F̃ , CDHGC̃D̃H̃G̃, EFGHẼF̃ G̃H̃ und ÃB̃C̃D̃ẼF̃ G̃H̃,

die als Schrägbilder von Würfeln dargestellt sind.

In einem Bild von Salvador Dalí (1904-1989) ist eine von insgesamt 261 verschiedenen Abwicklungen
eines Tesserakts dargestellt.

Abbildung 5: ’ Crucifixion (Corpus Hypercubus)’

Wir setzen
A(0, 0, 0, 0), B(1, 0, 0, 0), C(1, 1, 0, 0), D(0, 1, 0, 0),

E(0, 0, 1, 0), F (1, 0, 1, 0), G(1, 1, 1, 0), H(0, 1, 1, 0)

B′(1 + cosφ, 0, 0, sinφ), C ′(1 + cosφ, 1, 0, sinφ), G′(1 + cosφ, 1, 1, sinφ), F ′(1 + cosφ, 0, 1, sinφ)

A′(− cosφ, 0, 0, sinφ), D′(− cosφ, 1, 0, sinφ), H ′(− cosφ, 1, 1, sinφ), E′(− cosφ, 0, 1, sinφ)

A′′(0,− cosφ, 0, sinφ), B′′(1,− cosφ, 0, sinφ), F ′′(1,− cosφ, 1, sinφ), E′′(0,− cosφ, 1, sinφ)

D′′(0, 1 + cosφ, 0, sinφ), C ′′(1, 1 + cosφ, 0, sinφ), G′′(1, 1 + cosφ, 1, sinφ),H ′′(0, 1 + cosφ, 1, sinφ)

E′′′(0, 0, 1 + cosφ, sinφ), F ′′′(1, 0, 1 + cosφ, sinφ), G′′′(1, 1, 1 + cosφ, sinφ),H ′′′(0, 1, 1 + cosφ, sinφ)

A′′′(0, 0,− cosφ, sinφ), B′′′(1, 0,− cosφ, sinφ), C ′′′(1, 1,− cosφ, sinφ), D′′′(0, 1,− cosφ, sinφ)

A′′′′(0, 0,− cosφ− cos 2φ, sinφ+ sin 2φ), B′′′′(1, 0,− cosφ− cos 2φ, sinφ+ sin 2φ),

C ′′′′(1, 1,− cosφ− cos 2φ, sinφ+ sin 2φ), D′′′′(0, 1,− cosφ− cos 2φ, sinφ+ sin 2φ)

Abbildung 6
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Der Übersicht halber sind unten Teile der Figur in Abbildung 6 dargestellt.

Abbildung 7a

Mit den Bezeichnungen von Abbildung 7a gilt:

−−→
AA′ =

−−→
OA′ −

−→
OA =


− cos(φ)

0
0

sin(φ)

−


0
0
0
0

 =


− cos(φ)

0
0

sin(φ)

 =
−−→
DD′ =

−−→
HH ′ =

−−→
EE′

∣∣∣−−→AD∣∣∣ = ∣∣∣−→AE
∣∣∣ = ∣∣∣−−→AA′

∣∣∣ = 1 und −−→
AD ·

−→
AE =

−−→
AD ·

−−→
AA′ =

−→
AE ·

−−→
AA′ = 0

Die acht Punkte ADHEA′D′H ′E′ sind für jede Wahl von φ die Eckpunkte eines (regulären, 3-
dimensionalen) Würfels mit Seitenlänge 1.

Abbildung 7b

Mit den Bezeichnungen von Abbildung 7b gilt:

−−−−→
A′′′A′′′′ =


0
0

− cos(2φ)
sin(2φ)

 =
−−−−→
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−−−−→
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∣∣∣ = ∣∣∣−−−−→A′′′A′′′′
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A′′′A′′′′ = 0

Die acht Punkte A′′′B′′′C ′′′D′′′A′′′′B′′′′C ′′′′D′′′′ sind ebenfalls für jede Wahl von φ die Eckpunkte eines
(regulären, 3-dimensionalen) Würfels mit Seitenlänge 1.

Gleiches gilt für die Oktupel ABCDA′′′B′′′C ′′′D′′′, ABFEA′′B′′F ′′E′′, BCGFB′C ′G′F ′,
CDHGC ′′D′′H ′′G′′ und EFGHE′′′F ′′′G′′′H ′′′.

Abbildung 8a: Die Punkte mit φ = 00 Abbildung 8b: Die Punkte mit φ = 900

In der Abbildung 8a ist die Abwicklung des Tesserakts (Abbildung 8b) zu sehen, vergleiche mit dem
Bild von Dalí (Abbildung 5). Da für φ = 00 die t-Koordinaten aller Punkte gleich 0 sind, lässt sich
das Gebilde im ’normalen’ 3-dimensionalen Raum darstellen.

Abbildung 8b ist, bis auf die Bezeichnungen der Punkte, identisch mit Abbildung 4.

Fazit: Die aus sechs Quadraten bestehende Figur in Abbildung 3a ist, als Teilmenge von R2, starr;
als Teilmenge von R3 lässt sie sich zur Oberfläche eines Würfels hochklappen.

Die aus acht Würfeln bestehende Figur in Abbildung 8a ist, als Teilmenge von R3, starr; als Teilmenge
von R4 lässt sie sich zur Hyperoberfläche eines Tesserakts ’hochklappen’.

So wie wir Menschen uns nicht wirklich vorstellen können, dass acht aneinander geklebte Würfel in
R4 ein bewegliches Gebilde darstellen, so können sich vermutlich die Wesen im ’Flächenland’ nicht
vorstellen, dass sechs aneinander geklebte Quadrate in R3 beweglich sind, siehe [1].

Schliesslich erinnern die obigen Ausführungen an eine Problematik, die Hans Walser in [6] sehr schön
beschreibt.

Zitat: ”Das Puzzle der Abbildung 9a ist beinahe fertig. Das fehlende Element rechts oben können wir
aber nicht in der Ebene des Puzzles einpassen. Wir müssen es abheben und von oben her einpassen.
Wir benötigen den Raum.”

Abbildung 9a Abbildung 9b

Und weiter: ”Im Beispiel der Abbildung 9b passt das Eckteil zwar in die Lücke, lässt sich aber nicht
hineinschieben. Im 4-dimensionalen Raum liesse sich das Problem sehr einfach lösen. Wir könnten
die 3-dimensionale Ecke in die vierte Dimension abheben und dann hineinschieben.”

(Anm.: Die Nummerierung der Abbildungen wurde hier entsprechend angepasst.)
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(Anm.: Die Nummerierung der Abbildungen wurde hier entsprechend angepasst.)



An einem exakten Beweis dieser letzten Behauptung (vielleicht mit einem Winkel φ ?) wäre der Autor
sehr interessiert!
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32. Schweizerischer Tag über Mathematik und Unterricht 
 
Die Schweizerische Mathematische Gesellschaft SMG, die Deutschschweizerische Mathematik-
kommission DMK und die ETH Zürich laden Sie herzlich zu dieser Weiterbildungsveranstaltung ein. 
 
Ort:   Kantonsschule Sursee  
Datum:  Mittwoch, 13. September 2023 
Organisation: Michael Näf (KS Sursee), Andrea Peter (KS Sursee), Daniel Ris (KS Sursee), 

Meike Akveld (ETH), Lorenz Halbeisen (ETH), Norbert Hungerbühler (ETH) 
Kurskosten: Gegen Entrichtung der Tagungsgebühr von 30 CHF erhalten die 

Teilnehmerinnen und Teilnehmer einen Bon für das Mittagessen. 
Anmeldung:  bis 1. September 2023 
 
Programm (Die Zeitangaben und das Programm sind provisorisch.) 

Check-in beim Haupteingang: Kaffee, Orangensaft und Gipfeli; Einziehen der 
Tagungsgebühr  09.45 – 10.30 Uhr 

Musikalische Einstimmung in der Aula 
Begrüssung durch Rektor Ulrich Salm 
Einführung Norbert Hungerbühler 
 

10.30 – 10.45 Uhr 

Plenarvortrag in der Aula: 
Peter Feller (ETH Zürich): Kurven in der Ebene und einbeschriebene 
Rechtecke  
 

10.45 – 11.45 Uhr 

Aufsuchen der Workshopzimmer 11.45 – 12.00 Uhr 

Workshops (siehe unten) 12.00 – 13.00 Uhr 

Mittagessen: Mensa 13.00 – 14.15 Uhr 

Workshops (siehe unten) 
 

14.15 – 15.15 Uhr 

Kurzvortrag in der Aula 
Dmitrij Nikolenkov (ETH Zürich) 
Einsatz des Hyperwürfels im Gymnasialunterricht 
 

15.25 – 16.00 Uhr 

Geselliger Ausklang mit netten Gesprächen und Dessert 
 

16.00 – 16.30 Uhr 

Ende der Veranstaltung 16.30 Uhr 

 

 
Workshops 
 

• Workshop A: Streifen Falten: Vielecke, Sterne und Knoten, Robert Geretschläger (Graz) 
• Workshop B: Introduction into Parametrised Quizzes and Learning Analytics with the STACK 

Framework - Hands-on Tutorial, Kinga Sipos (Universität Bern) 
• Workshop C: DMK-Themenhefte: Idee und Inhalte der zwei neuesten Publikationen, Angelika 

Rupflin (Kantonsschule am Burggraben St. Gallen), Daniela Grawehr (Stiftschule Engelberg 
und Universität Zürich), Michael Anderegg (Kantonsschule im Lee Winterthur) 

• Workshop D: GeoGebra - das geht auch in 3D!, Kevin Inderbitzin (Kantonsschule Zug) 
• Workshop E: Bifurkation am Kettenkarussell, Sepp Züger (Bündner Kantonsschule) 
• Workshop F: Kombinatorik- und Wahrscheinlichkeitsaufgaben - aktivierend, spannend und 

amüsant gestaltet, Thomas Bachmann (Kantonsschule Musegg) und evtl. Urs Hauser (ETH 
Zürich)  

• Workshop G: Problemlösungsstrategien im gymnasialen Mathematikunterricht, Dmitrij 
Nikolenkov (ETH Zürich) 
 

 
 
Weitere Informationen zu den Vorträgen, Workshops, Anreise sowie das Anmeldeformular finden Sie 
unter: www.math.ch/TMU2023 
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Kolloquium über Mathematik, Informatik und Unterricht 
Programm Herbstsemester 2023 

Die Vorträge finden jeweils am Donnerstag um 17.15 Uhr im Hauptgebäude der ETH Zürich 
im Raum HG G 19.1 statt.  

Donnerstag, 26. Oktober 2023 
Wie Algorithmen trotz Unwissenheit gute Entscheidungen treffen 
Dennis Komm (ETH Zürich) 

Donnerstag, 9. November 2023 
Presentation and screening of the movie "Math circles around the world" 
Ekaterina Eremenko (EEFilms und TU Berlin) 

Donnerstag, 23. November 2023 
Die Mathematik und Informatik hinter Spielen und Rätseln 
Érika Roldán (Max Planck Institute for Mathematics in the Sciences, Leipzig) 

Donnerstag, 7. Dezember 2023 
Aufgabenperlen aus Elemente der Mathematik 2010 - 2023 
Stefan Grieder (Kantonsschule Hohe Promenade, Zürich) 

Herzlich laden ein: M. Akveld, D. Grawehr, J. Hromkovič, N. Hungerbühler, D. Komm, P. Spindler 

Diese und weitere Veranstaltungshinweise finden Sie unter: 
math.ch/mathematics@school 

Phasenprüfer
Martin Lieberherr, MNG Rämibühl, martin.lieberherr@mng.ch

1 Einleitung

Gleich am Anfang der Gleichstromlehre zeige ich den Schülerinnen und Schülern, wie elektrische Strom-
stärke und Spannung zusammenhängen. Wir messen mit Multimetern oder betrachten am Oszilloskop die
Strom-Spannung-Charakteristiken von Glühlampen, Glimmlampen, Halbleiter-Gleichrichterdioden, Leuchtdi-
oden und beleuchteten Solarzellen. Dieses Vorgehen heisst exploratives Experimentieren: möglichst arm an
Vorurteilen Zusammenhänge untersuchen. Die Schülerinnen und Schüler lernen so, warum Physik eine Natur-
und keine Geisteswissenschaft ist. Die Klassen haben noch keine Konzepte, aus denen sie die Zusammenhänge
herleiten könnten, denn keine einzige der Kennlinien ist linear. Sie müssen ein paar Fakten zur Kenntnis neh-
men und lernen, damit zu arbeiten. Selbst so einfache Vermutungen wie “je grösser die Spannung, desto grösser
der Strom” stellen sich für z.B. dimmbare LED-Lampen mit Vorschaltgerät als falsch heraus.

Abbildung 1: Conceptual Physics ?
Das mittlere Lämpchen leuchte. Es wird mit konstant U =

90 V belegt. Es fliesse ein elektrischer Strom mit Stärke I.
Dann wird ein zweites, identisches Lämpchen parallel zum
ersten dazugeschaltet. Was passiert mit der Stromstärke?
Die Antwort folgt im letzten Absatz des Artikels.

2 Experiment

Was ist ein Phasenprüfer und wozu wird er gebraucht? (Abb. 2-3)

Abbildung 2: (oben) Der Phasenprüfer ist ein Schrau-
benzieher mit eingebauter Glimmlampe und hohem
Schutzwiderstand.

Abbildung 3: (rechts) Die Klinge des Schraubendrehers
wird in eine Buchse der Steckdose gesteckt. Der Kon-
takt auf der anderen Seite des Phasenprüfers wird mit
einem Finger über den Körper geerdet. Ist die Buchse
mit einem Polleiter (“Phase”) verbunden, so fliesst ein
kleiner Strom durch den Phasenprüfer zur Erde. Dieser
Strom lässt eine Glimmlampe im Griff des Schrauben-
ziehers orange aufleuchten.

Die Abbildungen 4 und 5 zeigen Messungen an einem solchen Schraubenzieher. Es wurden ein geregeltes
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3 Diskussion

Die I(U)-Kennlinie eines Phasenprüfers entspricht jener einer Glimmlampe. Abbildung 6 zeigt die Charakte-
ristik für eine alte Glimmlampe aus unserer Sammlung.

Abbildung 6: Strom-Spannung Charakteristik einer
Glimmlampe
Die Glimmlampe wurde mit Gleichspannung aus ei-
nem geregelten Netzgerät belegt. Stromstärke und Span-
nung wurden mit digitalen Multimetern gemessen. Zwi-
schen Zündspannung (ca. 99.5 V) und Löschspannung
(ca. 83.0 V) hängt die elektrische Stromstärke davon ab,
ob die Lampe bereits gezündet ist. Bei der gezündeten
Glimmlampe variiert die Stromänderung proportional
zur Spannungsänderung: ∆I ∼ ∆U. Die Werte bei stei-
gender Spannung sind mit einer Linie verbunden. Mess-
werte bei fallender Spannung sind als blaue Kreise ein-
gezeichnet.
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Jetzt können wir auch die Frage in Abbildung 1 beantworten, falls die Glimmlampen die Charakteristik von
Abb. 6 haben. Die erste Glimmlampe ist gezündet und die Spannung liegt oberhalb der Löschspannung. Wird
die dunkle parallel zur leuchtenden Glimmlampe geschaltet, so passiert gar nichts, denn 90 V liegt noch unter-
halb der Zündspannung. Die dunkle wird nicht zünden und es wird kein Strom durch sie fliessen.

Ohne Kenntnis der Lampencharakteristik ist es nicht möglich, die Frage korrekt zu beantworten.

Ich sehe immer wieder “concept questions” mit Glühlampen. Leider gehört es nicht zur wissenschaftlichen All-
gemeinbildung von Physik-Studierenden, die Charakteristik einer Glühlampe gemessen zu haben. Viele wissen
deshalb nicht, dass eine Glühlampe das ohmsche Gesetz verletzt. Dasselbe gilt für die Charakteristik einer LED-
Lampe, die äusserlich ja ähnlich aussieht. Das eingebaute, elektronische Vorschaltgerät reagiert zusammen mit
der LED hochgradig nichtlinear auf die angelegte Spannung. Es gibt keine grundlegenden Konzepte, aus denen
wir das Verhalten bestimmen könnten, ausser jenem, dass Physik eine experimentelle Naturwissenschaft ist.

Abbildung 7: Ein kleiner brain teaser zum Schluss:
Gibt es ein elektrisches Element, das die Stromstärke I ver-
mindert, wenn es parallel zum Widerstand geschaltet wird?

Gleichspannung-Netzgerät sowie zwei digitale Multimeter verwendet. Die Messschaltungen sind ebenfalls an-
gegeben. Ich hatte zuerst die ungünstige Schaltung erwischt und musste die Messung wiederholen.
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Abbildung 4: Strom-Spannung Charakteristik ei-
nes Phasenprüfers mit dazu gehörender Mess-
schaltung. Das Voltmeter ist parallel zur regulier-
baren Spannungsquelle geschaltet. Für die stei-
genden Werte der gezündeten Lampe wurde eine
Ausgleichsgerade berechnet.
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Abbildung 5: Strom-Spannung Charakteristik ei-
nes Phasenprüfers mit Messschaltung. Das Volt-
meter ist parallel zum Phasenprüfer geschal-
tet. Für die steigenden Werte wurden zwei Aus-
gleichsgeraden berechnet. (22. 11. 22, Lie)

Die Messungen in Abb. 4 und 5 zeigen Hysterese, d.h. die Stromstärke hängt von der Vorgeschichte ab. Die
Glimmlampe zündet bei ca. 75 V, wenn die Spannung ansteigt, und sie löscht bei ca. 70 V, wenn die Spannung
sinkt. Die Stromstärke ist also keine Funktion der Spannung, denn zwischen 70 und 75 V kann der Strom zwei
Werte annehmen. Die Stromstärke ist auch keine kontinuierliche Relation: Bei der Zündspannung springt der
Strom plötzlich auf einen viel grösseren Wert.

Die Messung in Abb. 4 wurde offenbar korrekt erfasst. Die Steigung der Ausgleichsgeraden entspricht dem
Kehrwert des Schutzwiderstands: RS =

(
1.146 µA/V

)−1
= 873 kΩ ≈ 1 MΩ

Die Schaltung in Abb. 5 ist hier ungünstig, denn das Voltmeter hat einen grossen, aber endlichen Widerstand
RV . Im ungezündeten Zustand ergibt sich ein Voltmeter-Innenwiderstand RV =

(
0.1131 µA/V

)−1
= 8.84 MΩ.

Die direkte Messung hatte 9.98 MΩ ergeben, also die gleiche Grössenordnung. Dies würde auf einen parallelen
Lampenwiderstand von 78 MΩ im ungezündeten Zustand hindeuten. Im gezündeten Zustand ergibt der Fit
einen differentiellen Widerstand von

(
1.308 µA/V

)−1
= 765 kΩ. Berücksichtigen wir das parallel geschaltete

Voltmeter, bleibt noch ein Schutzwiderstand von RS =
(
1.308 µA/V − 0.1131 µA/V

)−1
= 837 kΩ. Dies ist von

ähnlicher Grösse wie der in Abb. 4 gemessene Wert. Die Rechnungen liefern lediglich Schätzwerte, denn ich
habe den Unterschied zwischen absolutem und differentiellem Widerstandswert ignoriert.
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o Ja – Oui – Sì 
 
Ich möchte Mitglied des Vereins Schweizerischer Mathematik- und Physiklehrkräfte (VSMP) sowie 
des Vereins Schweizerischer Gymnasiallehrerinnen und Gymnasiallehrer (VSG) werden. 

J'aimerais devenir membre de la Société Suisse des Professeurs de Mathématique et de Physique 
(SSPMP) et de la Société Suisse des Professeurs de l’Enseignement Secondaire (SSPES). 
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